Révisions & Oraux ; Série N°4

Exercice 1 Donner le DLg(0) de cosh, sin et x — /1 — 23, etle DLo(1) de /1 — 23
Exercice 2 [CCP MP] Soitn > 2etz = e,

2
.
tan 5

Exercice 3 [CENTRALE PSI] Soit £ = C°([0, 1],R). Pour f € E,onpose T(f)(0) = f(0)etpour 0 < z < 1,T(f)(z) = L [* f(¢)dt.
1. Montrer que 7" est un endomorphisme de E. Est-il injectif ? surjectif?

2. Soient f,g € E.Onpose F: x> x [ f(t)g(t)dt — [ f(t)dt [ g(t)dt.

a) Montrer que F est de classe C! et écrire F’ sous la forme d’une intégrale.

1. Pour k € [1,n — 1], module et argument de 2* — 1. 2. Montrer que ZZ;& |2F — 1| =

b) Montrer que si f, g sont monotones de méme sens de variation, alors T'(fg) > T'(f)T(g).

Exercice 4 [IMT MP] Soit A = (sin(i + j))1<s,j<n- En considérant X = (cos(i)) Lcicn €LY = (sin(i)), calculer rang A et det A.
Exercice 5 [CCP MP] Soit E un espace vectoriel et p, ¢ deux projecteurs de F tels q_ue_ Imp C Kerg.

1. Montrer que Im p N Im ¢ = {0}.

2. Soit r = p 4 q¢ — p o g. Montrer que r est un projecteur sur Im p + Im ¢ parallélement a Ker p N Ker g.
Exercice 6 Soient X, Y deux variables aléatoires d’images finies dans R. On suppose que pour tout & € N, E(X*) = E(Y*). Montrer
que X et Y suivent la méme loi.
Exercice 7 [MiNEs MP 2024] Soit & = € un nombre complexe de module 1. Calculer HZZO(QQk + EQk).
Exercice 8 [CENTRALE MP 2024] 1. Soit f: R? — R de classe C'. On suppose que f admet un extremum en a € R™. Rappeler la

valeur de V f(a) (avec demonstration).

2. Soit 6 € [0, 7]. Soient A et B du cercle unité de R? tels que (OA, OB) = . Exprimer 'aire de la lunule constituée des points
extérieurs au disque unité et intérieurs au disque de diamétre [AB].

— ——
3. Soient A, B et C trois points du cercle unité tels que les trois angles (O A, O?), (O@7 O?) et (O?, OA) soient dans [0, 7].
Maximiser la somme des aires des trois lunules qu’ils définissent.
Exercice 9 [ENS MP 2024] 1. Montrer que toute rotation du plan est composée de deux symétries axiales.

2. Montrer que toute permutation d’'un ensemble fini non vide X est produit de deux éléments d’ordre au plus 2 du groupe des
permutations de X.

3. Le résultat de la question précédente subsiste-t-il si X est infini?

Exercice 10 [ENS MP 2024] On étend naturellement la valuation 2-adique vy & Q*. Calculer vo(H, ), ot H,, est la série harmonique.
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